
 

 

Program Name B.Sc/B.A (Mathematics) 

B.Sc./B.A. Part III 

Paper Code – MT- 07 (Algebra) 

Section – C 

(Long Answer Questions दीर्घ ऊत्तर वाले प्रश्न) 

प्रत्येक प्रश्न 𝟏𝟒
𝟏

𝟐
 अंक का है Each Question Carries 𝟏𝟒

𝟏

𝟐
  Marks 

(1) If (+) and (.) are operations defined on set R where 

a (+) b = a + b + 1 

a (.) b = a + b + ab   ∀      𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  

then prove that (R, (+), (.)) is commutative ring with unit element. 

यदद (+) एवं (.) वास्तदवक संख्याओ ंके समचु्चय R पर पररभादषत संदियाएं ह ैजहां 

a (+) b = a + b + 1 

a (.) b = a + b + ab   ∀      𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

तब दसद्ध कीदजए दक (R, (+), (.))  एक इकाई अवयव सदहत िम दवदनमय वलय ह।ै 

(Ans. MT-07, p.164)  

(2) Every prime field of characterstics zero is isomorphic to the field Q of rational numbers. 

शनू्य अदभलक्षण का प्रत्येक अभाज्य के्षत्र पररमेय संख्याओ ंके के्षत्र Q के तुल्यकारी होता ह।ै 

(Ans. MT-07, p. 237) 

(3) A non void subset W of a vector space V (f) to be a subspace of V (f) if and only if 

यदद V के्षत्र f पर सददश समदि हो औश्र w, v का अररक्त उपसमचु्चय हो तो की w, v उपसमदि होगी यदद और केवल यदद  

(i) 𝑢,𝑉 ∈  𝑊 ⟹ 𝑢 − 𝑣 ∈ 𝑤 and और 

(ii) 𝑎 ∈  𝑓,𝑢 ∈  𝑤 ⟹ 𝑎 𝑢 ∈ 𝑤  
 (Ans. MT-09, p. 288) 

(4)  If v (f) is a finite dimentional vector space and W is a subspace of V(f), dimension of quotient space is finite and 

dim  
𝑣

𝑤
 = dim𝑉 − dim𝑊 

यदद v (f) एक पररदमत दवमीय सददश समदि ह ैतथा W, V की एक उपसमदि ह ैतो दवभाग समदि V/W भी पररदमत 

दवमा का होता ह ैतथा दवमा V/W =  दवमा V -  दवमा W 

(Ans. MT-07, P. 336) 

(5) State and prove cayley’s theorem 

कैले—प्रमेय का कथन दलखकर दसद्ध कीदजए। 

 (Ans. MT-07, p.119)  

(6) Let V be a vector space over a field F. If ) be the zero vector in V and ) be the additive identity in F then. 

यदद V के्षत्र F पर एक सददश समदि ह ैतथा V का शनू्य सददश 0 ह ैतथा F का योज्य तत्समक अवयव शनू्य  0 ह ैतब 

(i) 𝑎. 0 = 0 ∀  𝑎 ∈ 𝐹 

(ii) 𝑎.𝑣 = 0 ∀  𝑣 ∈ 𝑉, 0 ∈  𝐹 

(iii)  −𝑎 .𝑣 = 𝑎.  −𝑣 =  − 𝑎. 𝑣    ∀  𝑎 ∈ 𝐹,𝑣 ∈  𝑉 

(iv) 𝑎.  𝑢 − 𝑣 = 𝑎.𝑢 − 𝑎.𝑣    ∀  𝑎 ∈ 𝐹,   𝑢, 𝑣 ∈  𝑉 

(v) 𝑎.𝑣 = 0 = 𝑎 = 0 𝑜𝑟 𝑣 = 0 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒   𝑎 ∈ 𝐹,    𝑣 ∈  𝑉 



 

 

(vi) 𝑎.𝑢 = 𝑎.𝑣 = 𝑢 = 𝑣 𝑖𝑓 𝑎 ≠  0, 𝑎 ∈ 𝐹,   𝑢,𝑣 ∈  𝑉 

(vii) 𝑎.𝑢 = 𝑏.𝑢 = 𝑎 = 𝑏 𝑖𝑓 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹,   0 = 𝑢 ∈  𝑉 

(Ans. MT-07, p. 285) 

(7) State and prove fundamental theorem on Homomorphism. 

समाकाररता की मलूभतू प्रमेय का कथन दलखकर सत्यादपत कीदजए। 

(Ans. MT-09, p. 149) 

(8)  If S and T are subsets of a vector space V 9f) then 

यदद S और T सददश समदि V 9F) के उपसमचु्चश ्हों, तो 

(i) S C L (D)  =  L(S) C L(T) 

(ii) S C T = L(S) C L(T) 

(iii) S, V उपसमदि ह ैयदद और केवल यदद L (S) = S 

S is a sub space V if and only if L (S) = S 

(iv) (L (S)) = L (S) 

(Ans. MT-07, P. 301) 

Q.9 (i) If (यदद)  48536271 , 











16783452

87654321
  

then prove that (तो दसद्ध कीदजये दक) 

                 1485362711  
 

 Ans. [MT-07, Page 59]  

(ii) Find all the cosets of I5  in the group  ,I  where is a set of integers. 

समहू  ,I  में I5  के सभी सहकुलक ज्ञात कीदजए, जहााँ I  पणूाांकों का समचु्चय ह।ै 

Ans. [MT-07, Page 89] 

Q.10 (i) Show that the set Q  of the positive rational numbers forms an abelian group for the 

operation * defined as : 

प्रददशित कीदजए दक धनात्मक पररमेय संख्याओ ं
Q  संदिया * के दलये एक िम दवदनमेय समहू ह,ै जहााँ संदिया * दनम्न 

प्रकार पररभादषत ह।ै 

 
2

*
ab

ba  ,  Qba,  

Ans. [MT-07, Page 13] 

(ii) Prove that the set of all ordered pairs of real numbers is a commutative ring with 

unity under addition  and multiplication  .  of ordered pairs defined as: 

प्रददशित कीदजये दक यदद वास्तदवक संख्याओ ं के समचु्चय R  के अवयवों के िदमत यगु्मों के समचु्चय 

  RbabaS  ,;,   पर योग   तथा गुणन  .  की संदियाएाँ दनम्न प्रकार पररभादषत ह ै

(i)      dbcadcba  ,,,  

(ii)      bdacdcba ,,.,         Sdcba ,,,  

तब   .,,S  इकाई अवयव सदहत िम दवदनमेय शनू्य भाजक वलय ह।ै 

Ans. [MT-07, Page 169] 



 

 

Q.11 (i) Every homomorphic image of a group G  is isomorphic to some quotient group of 

G . 

 प्रत्येक समहू G  का समाकृदतक प्रदतदबम्ब G  के दकसी दवभाग समहू के तुल्यकारी होता ह।ै 

Ans.  [MT-07, Page 149] 

(ii) Any two isomorphic integral domains have isomorphic quotient field. 

      दकन्ही दो तुल्यकारी पणूाांकीय प्रान्तों के दवभाग के्षत्र भी तुल्यकारी होते हैं। 

Ans. [MT-07, Page 233] 

Q.12 (i) A commutative ring without zero divisors can be embedded into a field. 

      दकसी भी शनू्यभाजक रदहत, िमदवदनमेय वलय का एक के्षत्र में अन्त:स्थापन दकया जा सकता ह।ै 

Ans. [MT-07, Page 214] 

(ii) Write the definition of centre of group and prove that for any group G  its centre Z  

is normal subgroup of G .  

        समहू के केन्र की पररभाषा दलदखए तथा दसद्ध कीदजए दक समहू G  का केन्र Z , G  का प्रसामान्य उपसमहू 

होता ह।ै 

Ans. [MT-07, Page 128] 

Q.13 Let R  be the set of integers with operations   and   , where 1 baba and 

  abbaba  Rba  , . Then prove that   ,,R  is a ring with identity. 

 यदद   एवं    वास्तदवक संख्याओ ं के समचु्चय R  पर पररभादषत संदियाए ह ै जहााँ 1 baba  तथा 

  abbaba  Rba  ,  तब दसद्ध कीदजए दक   ,,R  एक इकाई अवयव सदहत िम दवदनमेय वलय 

ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 164] 

Q.14 Prove that a ring without identity can be embedded in a ring with identity. 

 दसद्ध कीदजए दक इकाई अवयव रदहत वलय को दकसी इकाई अवयव सदहत वलय में अत: स्थादपत दकया जा सकता ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 211] 

Q.15 Let V(F) be a vector space and  nvvvS ,....,, 21  be a set of non zero vectors of V . 

Then prove that S  is linearly dependent if and only if there is a vector Svm  . Which 

can be expressed as linear combination of previous vector of S  where nm 2 . 

 दकसी सददश समदि V(F) में अशनू्य सददशों का समचु्चय  nvvvS ,....,, 21  ह।ै तब दसद्ध कीदजए दक S  

एकघातत: अदभत होगा यदद और केवल यदद जब कोई सददश Svm   अपने पवूिवती सददशों का एकघात संचय हो, 

जहााँ nm 2  

Ans. [MT-07, P.No. 306] 

Q.16 State and prove Cayley’s theorem. 

कैले प्रमेय का कथन दलखकर दसद्ध कीदजए। 

Ans. [MT-07, P.No. 119] 

Q.17 Prove that the set  1,.....,2,1,0  nIn  for operation nT   (addition modulo n ) and nX  

multiplication modulo n  is a commutative ring. 

 प्रददशित कीदजए दक समचु्चय  1,.....,2,1,0  nIn  संदियाओ ं nT   (योग प्रमाप n ) तथा nX   (गुणन प्रमाप n

) के सापेक्ष एक िम दवदनमेय वलय ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 171] 

Q.18 Prove that every integral domain can be embedded in a field. 



 

 

 दसद्ध कीदजए दक प्रत्येक पणूाांकीय प्रांत को एक के्षत्र में अत: स्थादपत दकया जा सकता ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 214] 

Q.19 Let  nvvvS ,...,, 21  be a basis of vector space V(F) and 

nnjj vavavavav  ......2211  is a non zero vector where. Then prove that the set 

 
njj vvvvvvS ,...,,,,..., 1121   is also basis of V(F). 

 यदद समचु्चय  nvvvS ,...,, 21  सददश समदि V(F) का आधार हो और 

nnjj vavavavav  ......2211  एक अशनू्य सददश हो जहााँ 0ja  तो दसद्ध कीदजए दक समचु्चय 

 
njj vvvvvvS ,...,,,,..., 1121   V(F) का आधार ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 320] 

Q.20 Prove that the set of all even permutation An  2n  is a group for permutation 

multiplication of order 
2

!n
. 

दसद्ध कीदजए दक n  कोदि अंशाक के सभी समिमचयों का समचु्चय  2nAn  िमचय गुणन संदिया के दलए 
2

!n
 

कोदि का समहू होता ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 53] 

प्र.21 प्रददशित कीदजए दक (Show that the set of all matrices of the type)  








 







cossin

sincos
A , R  

आकार की सभी आव्यहू का समचु्चय, आव्यहू गुणन के दलये िमदवदनमेय समहू ह।ै 

 (is commutative group for the matrix multiplication.) 

उत्तर P.N. 15 

प्र.22 दसद्ध कीदजए दक एक पररदमत चिीय समहू की कोदि उसके जनक की कोदि के बराबर होती ह।ै 

(Prove that the order of a finite cyclic group is equal to the order of its generator.) 

उत्तर  P.No. 76, प्रमेय - 3 

प्र.23 कैले—प्रमेय का कथन कीदजए तथा इसे दसद्ध कीदजए। 

(State Cayley-theorem and prove it.)  

उत्तर P.No. 119 

प्र.24 पणूाांकीय प्रान्त  .,, tD  का भागफल के्षत्र, D  को अन्तदविि करने वाला लघतु्तम के्षत्र F  होता ह।ै 

(Prove that quotient field of Integral domain  .,, tD  is the smallest field F  containing 

D .) 

उत्तर P.No. 220 

Q.25 यदद V  फील्ड F  पर एक सददश समदि ह।ै तथा V  का शनू्य सददश 0 ह।ै तथा F  का योज्य तत्समक अवयव शनू्य 0 

ह।ै तब ज्ञात कीदजए। 

 If V  be a vector space over the Field F  and 0 be the zero vector of V  and zero 0 be the 

additive identity in F . Then find 

 (i) 0a.0  , Fa  

 (ii) 00. v , Vv , F0  



 

 

 (iii)      vavava ...   Fa , Vu  

 (iv)   vauavua ...   , Fa , Fv   

 (v) 00.  ava  या 0v  जहााँ Fa , Vu  

(vi) bavaua  ..  यदद 0a , Fa  तथा Vvu ,  

 (vii) vuvaua  ..  यदद Fba ,  तथा Vu0  

Ans. [MT-07, P.No. 285] 

Q.26 Prove that every group is isomorphic to same permutation group. 

 दसद्ध कीदजये प्रत्येक समहू एक िमचय समहू के तुल्यकारी होता ह।ै 

Ans. [MT-07, P.No. 119] 

Q.27 (a) Prove that every infinite cyclic group has two and only two generators. 

 दसद्ध कीदजये दक प्रत्येक अपररदमत चिीय समहू के दो और केवल दो ही जनक होते हैं। 

Ans. [MT-07, P.No. 77] 

(b) An non empty subset H  of a group G  is a subgroup of G  if and only if 

दकसी ग्रपु G  का एक अररक्त उपसमचु्चय H  उसका उपग्रपु होगा यदद और केवल यदद 

 (i) Ha , HabHb   

 (ii) HaHa  1
 

Ans. [MT-07, P.No. 30] 

Q.28 Prove that every ring can be embedded in a ring with unity 

 दसद्ध कीदजये प्रत्येक वलय का एक तत्समकी वलय में अन्तस्थापन दकया जा सकता ह।ै 

Ans. [MT-07, P. No. 214] 


